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摘 要：利用非重叠的区域分解方法（DDM）探讨了以Poisson方程、热传导方程和波动方程为代表的椭圆型、抛物

型和双曲型偏微分方程（PDEs）的数值求解效率及内存消耗。针对由DDM产生的子区域间界面问题规模较大且奇

异的特点，采用了平衡区域分解（BDD）方法，该方法结合了共轭梯度迭代法与预处理技术。所采用的并行算法基

于对称多处理器（SMP）结构，所有处理器单元地位平等且共享内存。首先，介绍了基于 Poisson 方程的 DDM 和

BDD实现方法。其次，阐述了 3种PDEs的有限元离散过程及其对应的离散矩阵形式。然后，通过固定H/h、增加总

自由度数量，比较不同情况下迭代次数的变化；并在 1 000 × 1 000和 2 000 × 2 000剖分下，分析了DDM和BDD在求

解这 3类PDEs时的迭代效率与内存消耗量。最后，通过扩散反应方程验证了BDD相较于DDM在数值求解方面具

有更高的效率。
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Abstract： This study investigates the numerical solution efficiency and memory consumption of  

Poisson equation，heat conduction equation， and wave equation， using a non-overlapping domain 

decomposition method（DDM）. To address the large-scale and singular nature of interface problems 

between subdomains generated by DDM，the balanced domain decomposition（BDD）method was 

employed. This method integrates conjugate gradient iteration with preconditioning techniques. The 

parallel algorithm is based on a symmetric multiprocessing（SMP）architecture，where all processor 

units are equal in status and share memory. First， the implementation of DDM and BDD based on the 

Poisson equation is introduced. Next，the finite element discretization processes and corresponding 

discrete matrix forms for the three PDEs are presented.Then，by increasing the total degrees of freedom 

while maintaining H/h ratio，the variation in iteration counts under different conditions is compared. 

Additionally，the iterative efficiency and memory consumption of DDM and BDD when solving these 

three PDEs are analyzed and contrasted under 1 000 × 1 000 and 2 000 × 2 000 mesh partitions. 
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Finally， the diffusion-reaction equation is used to verify that BDD is more efficient than DDM in 

numerical solutions. 

Key words： balancing domain decomposition； numerical efficiency； parallel processing； numerical 

scalability

自然界中很多的物理过程可以用偏微分方程

（PDE）描述。由于解析方法求解 PDE 具有很高的

难度，因此通常采用数值逼近的方法得到PDE的近

似解。随着 PDE 所求近似解精度要求的提高以及

离散系统的规模不断增大，对于一些复杂问题，其

大规模离散代数系统的性态较差，此时传统的求解

算法难以使用。预条件 Krylov 子空间迭代法是一

种求解PDE离散系统的重要方法，由于该方法的迭

代收敛速度依赖于预处理系统的条件数，因此预条

件子的构造是影响该算法效率的关键。

区域分解法（DDM）是求解复杂 PDE大规模离

散代数系统的一类非常流行的方法，其基本思想是

将计算区域分解为若干个子区域，从而将整个计算

区域上原问题的求解转化为各子区域上的求解。

这种方法有利于采用并行算法加速，并且特别适合

于含跳系数的情形。非重叠 DDM 是一类重要的

DDM，其特点是各子区域间互不重叠。

经过几十年的发展，目前已经形成了多种类型

的非重叠 DDM 预条件子，如：Dirichlet-Neumann 型

（Bjorstad et al.，1989）通过对区域的细致划分，可以

实现计算求解过程的高效优化。然而，此方法对收

敛性的要求较高。Neumann-Neumann 型（Bourgat 

et al.，1988）在有限的子域范围内展示了其有效性。

但由于粗网格存在的局限性，随着子域数量的增

加，该方法的收敛性能会迅速下降。在FETI型方法

（Farhat et al.，1991，1994）内，浮动子域通过线性约

束的方式被整合进求解框架内。这种方式的作用

与基于约束的 BDD 方法中的粗网格校正机制相类

似，旨在确保子域间的协调性和整体解的准确性。

FETI-DP 方法（Lee et al.，2021；Pacheco et al.，2022）

通过引入对偶-原问题策略，在求解过程中明确地

将选定的原问题变量视为未知量进行处理，该方法

展现出了显著地计算效率提升。 BDD 型方法

（Cowsar et al.，1995；赵航，2019；Kanayama et al.，

2022）采用Neumann-Neumann预条件子结合粗网格

修正技术以加速迭代收敛过程。 BDDC 方法

（Dohrmann，2003；Mandel et al.，2003）引入了一种

基于约束能量最小化概念的子结构预条件技

术 。 Miyamura et al.（2023）对一种将多点约束

（MPC）整合进BDD方法中的策略（即BDD-MPC方

法）进行了深入研究与改进，这促进了BDD-MPC方

法在处理复杂、大规模数值模拟任务中的效能和适

用性。

在采用BDD方法求解大规模离散系统方面，国

内外已有不少的研究，例如：热传导问题的研究中，

Mukaddes et al.（2006）提出了一种高效且可扩展的

BDD型预条件子，专门用于解决由三维传热问题产

生的大规模线性系统。氢在部分开放空间中的分

散行为研究（Yao et al.，2015）采用了一种与热对流

问题相类比的方法。该研究运用压力稳定域分解

方法，对 N-S方程及对流扩散方程所生成的线性方

程组进行了对称化处理。双圆柱绕流问题的研究

（Zhu et al.，2016）利用域分解方法（DDM）进行并行

计算，以探讨Re = 1 000时串列双圆柱绕流的特性。

3D 血流行为和壁面剪切应力（WSS）分布的研究

（Yao et al.，2021）展示了一项基于实验数据的计算

分析。锂离子电池降阶电化学模型的研究（Li et 

al.，2021）专注于开发一种兼具高保真度与低计算

成本的降阶电化学模型（ROEM）。小振幅波与激波

相互作用的研究（Vevek et al.，2021）提出了一种基

于有限体积方法的区域分解技术，旨在处理线性化

欧拉方程区域内小振幅声波和熵波的传播，并模拟

这些波动与非线性区域内初始稳定的正激波之间

的相互作用。心脏细胞逐细胞模型的研究（Huynh 

et al.，2023）构建并分析了一种 BDDC预条件子，以

求解在心脏细胞个体建模过程中出现的常微分方

程和偏微分方程反应扩散系统的复合间断伽辽金

（DG，discontinuous Galerkin）离 散 化 问 题 。

Bevilacqua et al.（2024）针对鞍点问题的虚单元离散

化，提出并分析了一种BDDC预条件子。

针对高超声速关键部件的流固耦合、气热耦合

分析以及流场振荡抑制，数值模拟提供了重要的研

究手段（孙学功等，2015；秦启豪，2020；李佳伟，

2020；张佳晨，2020）。鉴于高超声速模型涉及大规

模离散线性方程组的求解，本文探讨了在求解不同

类型的PDEs时，BDD相较于传统DDM在迭代次数

和内存消耗量方面的优势。研究涵盖了三类典型

PDEs：椭圆型方程（以Poisson方程为代表）、抛物型
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方程（以热传导方程为代表）及双曲型方程（以波动

方程为代表）。通过这三类 PDEs 的数值实验验证

了 BDD 方法的数值可扩展性，即经过适当预处理

后，迭代次数不会随着子域数量的增加而显著增

长。本研究采用的 DDM 和 BDD均为并行算法，并

且所使用的并行架构基于SMP，在这种架构下所有

处理器单元地位平等、无主次之分，并共享内存资

源。这种设置有利于最大化并行计算的效率与灵

活性。最后，对比了 DDM 和 BDD求解扩散反应方

程的表现，进一步验证了BDD方法的高效性。

1 区域平衡分解方法

1. 1　区域分解

基于 Possion 方程介绍 DDM 的实现。假定Ω
是一个光滑的二维平面区域，边界条件是 Dilliclet

边界条件且Lipschitz连续的，则Possion方程为

 
ì
í
î

ïï

ïï

-Δu = f，            ( )x，y ∈ Ω，
u = û，   ( )x，y ∈ Γ，   Γ = ∂Ω， （1）

其中 f和 û是已知函数。

通过三角单元 eh离散Ω，且网格尺寸大小为 h。
用Λh表示这些元素的集合，则Ω = ∪ eh ∈ Λh eh。然后，

设Ω上的 N个非重叠子区域剖分为Ω = ∪
i = 1
N

Ω ( )i，另

有限元空间定义为

Sh = { }ψh ∈ C0( )Ω | ψh| eh ∈ P1( )eh ，

可得线性方程组Ku = f，其中K是对称正定矩阵，u

表示Ω上的全局自由度，f是所有节点处函数值组成

的源项向量。

令 u( )i 是子区域 Ω ( )i 上的所有自由度组成的向

量，R( )i T 表示从局部自由度 u( )i 到Ω上全局自由度 u

的 0 - 1 矩阵，则有 u( )i = R( )i Tu，i = 1，…，N 和 K =∑i = 1
N R( )i K ( )i R( )i T，其中K ( )i 是子区域Ω ( )i 上形成的局

部有限元矩阵。

定义浮动区域集合为

G = { }Ω ( )i  | dist ( )Ω ( )i ⋂ Γ > 0 ，

其中 dist (Y ) 表示集合 Y中任意两点间的最大距离，

令 u( )i
I 表 示 Ω ( )i /∂Ω ( )i 中 的 自 由 度 向 量 ，u( )i

B 表 示

∂Ω ( )i /Γ中的自由度向量，u( )i
Γ 表示 ∂Ω ( )i ⋂ Γ中的自

由度向量。

当Ω ( )i ∈ G，可得u(i) 的分解

u( )i = [ ]u( )i
I u( )i

B

T.
当Ω ( )i ∉ G，可得u(i) 的分解

u( )i = [ ]u( )i
I u( )i

B u( )i
Γ

T.
同理，当Ω ( )i ∈ G，可得K ( )i，f ( )i，R( )i 的分解

K ( )i = ( )K ( )i
II K ( )i

IB

K ( )i
IB

T K ( )i
BB

，   f ( )i = ( )f ( )i
I

f ( )i
B

，   R( )i = ( )R( )i
I 0

0 R( )i
B

.

当Ω ( )i ∉ G，可得K ( )i，f ( )i，R( )i 的分解
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.

注意到 u( )i
B = R( )i

B
TuB，将式（1）的整体自由度划

分为区域内部自由度和区域间边界自由度，得

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç
çç
ç
ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷
K ( )1
II 0 … 0 K ( )1

IB R( )1
B

T

K ( )2
II …

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 … K ( )N

II K ( )N
IB R( )N

B
T

R( )1
B K ( )1

IB
T … R( )N

B K ( )N
IB

T ∑
i = 1

N

R( )i
B K ( )i

BBR( )i
B

T

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç
çç
ç
ç

ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷

÷

÷

÷

÷
u( )1
I

u( )2
I

⋮
u( )N
I

uB

= [ ]-f ( )1
I

… -f ( )N
I ∑i = 1

N R( )i
B

-f ( )i
B

T
，                        (2)

 
其中

-f ( )i
I

= ì
í
î

ïïf ( )i
I ，      Ω ( )i ∈ G，
f ( )i
I - K ( )i

IΓ u( )i
Γ，     Ω ( )i ∉ G，

-f ( )i
B

= ì
í
î

ïïf ( )i
B ，    Ω ( )i ∈ G，
f ( )i
B - K ( )i

BΓu( )i
Γ，     Ω ( )i ∉ G.

由式（2）可得子区域内部自由度的关系式

u( )i
I = K ( )i

II
-1(-f ( )i

I
- K ( )i

IB u( )i
B ) . （3）

同理可得子区域间边界上自由度的关系式

{ }∑i = 1
N R( )i

B
é
ë

ù
ûK ( )i

BB - K ( )i
IB

T( )K ( )i
II

-1
K ( )i
IB R( )i

B
T uB

= ∑i = 1
N R( )i

B
é
ë

ù
û

-f ( )i
B

- K ( )i
IB

T( )K ( )i
II

-1-f ( )i
I

，
（4）

式（4）可简写为

SuB = g， （5）

式中S是舒尔补的集合：

S = ∑i = 1
N R( )i

B S( )i R( )i
B

T， （6）

这里

S( )i = K ( )i
BB - K ( )i

IB
T(K ( )i

II ) -1
K ( )i
IB . （7）

当Ω ( )i ∈ G，S( )i 是奇异的。用 V表示式（5）的全

局自由度的解空间，V ( )i 表示子区域界面上自由度构

成的空间，则可将矩阵解释成映射

S：V → V，   S( )i：V ( )i → V ( )i，   R( )i
B：V ( )i → V.

根据式（2）和（4），当求解出 uB之后，由式（3）可

得到 u I。此外，从式（5）~（7）观察到，由于每个子区

域上的矩阵互不关联，因此DDM可并行计算。
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1. 2　预处理矩阵构造

本文中使用预处理共轭梯度方法迭代求解

式（5），此方法要求每一步都解决一个辅助问题

Mz = r，其中M是一个对称正定矩阵，称为预条件

子；r为预处理前的残差，z为预处理后的残差。

Neumann-Neumann预条件子是DDM中的一种

预处理方法，它有如下的形式：

M -1
N - N = ∑i = 1

N R( )i
B D( )i S( )i †D( )i TR( )i

B
T，

S( )i † = ì
í
î

ïï

ïïïï

S( )i -1，   Ω ( )i ∉ G，
( )S( )i + αmax [ ]diag ( )S( )i ⋅ E -1

，   Ω ( )i ∈ G，
其中 E是单位矩阵，α是一个很小的常数，本文取

α = 1 × 10-10。D( )i 是子区域的权重函数，满足∑i = 1
N R( )i

B D( )i R( )i
B

T = E，

其中D( )i 可取为对角矩阵，其对角元素等于与自由

度相关的子域数量的倒数。

然而，Neumann-Neumann预条件子缺乏子域间

信息交换机制，且存在浮动区域引起的奇异性问

题。随着子域数量的增加，矩阵终会变成病态，这

表明它不是一个大规模问题的高效预处理技术。

为了阻止误差的传播，在Neumann-Neumann预条件

子的基础上，BDD应用粗网格修正以减少对部分区

域数量的依赖。

令 Z( )i 是 一 个 列 满 秩 矩 阵 ，满 足

Null S( )i ⊂ Range Z( )i，全局粗空间定义为

W = {v ∈ V | v = ∑i = 1
N R( )i

B D( )i v( )i ，   v( )i ∈ Range Z( )i }.
则BDD算法的实现如下：

1） 通过求解未知向量
-
λ W ∈ RN 的粗问题来平

衡原始残差 r，有　

SW
-λ W = RW

Tr.

2）使用
-
λ W对残差向量进行粗网格修正，有　

r͂ = r - SRW
-λ W.

3）求解Neumann-Neumann问题以及这些结果

的平均值

u͂ = ∑i = 1
N R( )i

B D( )i S( )i †D( )i TR( )i
B

T r͂.

4）计算新的残差向量 r̂ = r - Su͂.

5） 对 于 未 知 向 量 μ̄W ∈ RN， 再 解 粗 问 题　

SW μ̄W = RW
T r̂.

6） 求得预处理向量 z = u͂ + RW μ̄W，可得 BDD

的 预 处 理 矩 阵 为 M -1BDD = (P + (E - P )TN - N(E -
P ) ) S-1，其中

P = RWS-1
W RT

W，         SW = RT
WSRW，

RW = (R( )1
B D( )1 Z( )1，…，R( )N

B D( )N Z( )N )，

TN - N = ∑i = 1
N R( )i

B D( )i S( )i †D( )i TR( )i
B

T.
上 述 预 处 理 矩 阵 的 构 造 过 程 参 考 文 献

（Mandel，1993；Mukaddes et al.，2006）。本文采用的

并行算法是SMP结构的，这有别于分层次区域分解

算法（Yagawa et al.，1993）。在数值模拟时，Z( )i =
(1，…，1) T

，i = 1，…，N。

2 PDE的有限元离散

本节首先讨论 BDD 数值可扩展性。根据文献

（Farhat et al.，1995；Toselli et al.，2004），当线性系统

的子域个数增加时，其收敛速度不降低，则称该方

法具有数值可扩展性。这通常意味着当子域H变小

时，收敛性不会恶化，这也保证了 BDD的并行可扩

展性。

对比运用 DDM 和 BDD 方法求解三类 PDEs的

迭代次数的效率和内存消耗量。椭圆型、抛物型和

双曲型 PDE 的代表性方程为 Possion 方程、热传导

方程和波动方程。定义 iteratio = iteBDDiteDDM
，iteBDD 和 iteDDM

分别表示BDD和DDM的迭代次数。iteratio 越小，说

明BDD方法对此类PDE求解更高效。

下面，介绍热传导方程和波动方程的有限元离

散。热传导方程
∂u
∂t = Δu + f，( x，y ) ∈ Ω，  t ∈ (0，T ]. （8）

波动方程

∂2u
∂t2 = Δu + f，( x，y ) ∈ Ω，  t ∈ (0，T ]. （9）

给定边界条件和初始条件

u = û，( x，y ) ∈ Γ，    Γ = ∂Ω，   t ∈ (0，T ]，
u = u0，( x，y ) ∈ Ω，   t = 0.

记空间

S̄ = ì
í
î

ïï

ïï
v：∬

Ω

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê
v2 + ( ∂v

∂x ) 2
+ ( ∂v

∂y ) 2ù

û

ú
úú
ú
ú
ú dxdy 有意义，

且在∂Ω上v = ūüý
þ

ïïïï

ïï
.

则式（8）和（9）的 Galerkin 变分形式是找到 u ∈ -S
使得

      ∬
Ω

∂u
∂t vdxdy + ∬

Ω
∇u·∇vdxdy = ∬

Ω
fvdxdy，（10）

     ∬
Ω

∂2u
∂t2 vdxdy + ∬

Ω
∇u·∇vdxdy = ∬

Ω
fvdxdy. （11）

经过有限元离散，有限元空间定义为
-S h = { }ϕh ∈ C0(Ω ) | ϕh|eh ∈ P1( )eh ，   eh ∈ Λh.
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令 N ⋆ 是 一 个 正 整 数 ，有 Δt = T/N ⋆，tn = nΔt，n =
1，…，N ⋆. 令 φi ( i = 1，…) -N是有限元空间

-S h的基函

数，其中
-N为节点个数。则 u的离散数值解 unh =

∑i = 1
-N U n

i φni ∈ -S hφni = φi( tn )，其中 U n
i 是在 t = tn 时第 i

个节点的数值解。

使用向后Euler格式离散公式（10）和（11）为

∬
Ω

un + 1
h - unhΔt vhdxdy + ∬

Ω
∇un + 1

h ·∇vhdxdy
= ∬

Ω
f n + 1
h vhdxdy，            vh ∈ S̄h，

∬
Ω

un + 1
h - 2unh + un - 1

hΔt2 vhdxdy + ∬
Ω
∇un + 1

h ·∇vhdxdy
= ∬

Ω
f n + 1
h vhdxdy，   vh ∈ S̄h.

令

M = (M ij)-N × -N
，  S = (S ij)-N × -N

，  F ( t) = (F i( t) )-N × 1，

其中

M ij = ∬
Ω
φi φjdxdy，

S ij = ∬
Ω
∇φi·∇φjdxdy，

F i( t) = ∬
Ω
fh( t) φi dxdy.

设Fn + 1 = F ( tn + 1 ).可得最后的矩阵形式

é
ë
êêêê 1

∆tM + Sù
û
úúúúUn + 1 = F n + 1 + 1

∆tMUn，

é
ë
êêêê 1

∆t2 M + Sù
û
úúúúUn + 1 = F n + 1 + 1

∆t2 M(2Un - Un - 1 ) .
然后用BDD求解。

3 数值结果

本章进行数值测试，然后通过数值实验验证

BDD的数值可扩展性，比较DDM和BDD的迭代效

率。所有数值实验中，共轭梯度方法的收敛阈值取

为1 × 10-6.

3. 1　数值测试

本节固定H/h为 100，改变节点个数，得到迭代

次数的变化，以验证程序的可靠性。设置它们的源

项和边界为

f = π2(sinπx + sinπy )，   û = 1，   ( x，y ) ∈ ∂Ω
且热传导方程和波动方程的初始条件为u0 = 1，t = 0.

在热传导方程中 T = 0.1，Δt = 0.01；而在波动

方程中 T = 1，Δt = 0.1. 计算区域为 [0，3] × [0，3]，
在 x和 y方向的网格剖分数分别用 hNx、hNy表示，在 x

和 y方向的子区域数分别用 HNx、HNy 表示。表 1 为

BDD 计算 Possion 方程、热传导方程和波动方程的

迭代次数。表 1中，BDD算法的Possion、热传导和

波动方程的迭代次数趋于平稳，这验证了BDD中预

处理后矩阵的条件数只与H/h的界相关。

3. 2　BDD 的数值可扩展性及效率

本节用 Possion、热传导和波动方程来验证

BDD 的数值可扩展性及效率。子区域数量和迭代

次数、内存消耗量的关系如图 1-2所示。小模型的

参数设置为：计算区域为 [0，3] × [0，3]，在 x和 y方

向使用 1 000剖分，网格离散尺寸 h = 0.003，全局节

点个数
-N = 1 002 001，区域内边界上的自由度为

17 901，离散单元个数为 2 000 000；大模型的计算区

域为[0，3] × [0，3]，在 x和 y方向使用 2 000剖分，网

格 离 散 尺 寸 h = 0.001 5，全 局 节 点 个 数
-N =

4 004 001，区域内边界上的自由度 75 601，离散单元

个数为8 000 000。

表1　Possion方程、热传导方程和波动方程的迭代次数

Table 1　The number of iterations of the Possion equation， the heat conduction equation， and the wave equation

网络剖分和子区域数

hNx = hNy = 300，          HNx = HNy = 3
hNx = hNy = 500，          HNx = HNy = 5
hNx = hNy = 600，          HNx = HNy = 6
hNx = hNy = 1 000，      HNx = HNy = 10
hNx = hNy = 1 200，      HNx = HNy = 12
hNx = hNy = 1 500，      HNx = HNy = 15
hNx = hNy = 2 000，      HNx = HNy = 20

Possion方程迭代次数

2

4

6

7

7

6

6

热传导方程迭代次数

30

40

50

60

60

60

63

波动方程迭代次数

27

36

45

54

54

54

56
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从图 1 可知，随着子区域数量的增加，BDD 相

比于 DDM 有很好的数值可扩展性。从图 2可观察

到，由于预处理矩阵构造的复杂性，导致 BDD 比

DDM 的内存消耗量大。另外，DDM 的内存消耗量

比较稳定；而由于本文的并行算法是 SMP 结构的，

随着子区域数的增加，子区域间的通讯信息量增

加，因此BDD的内存消耗量逐渐增大。

DDM 和 BDD 的迭代次数比值如图 3 所示。从

图中可以看出，在运用 BDD 提高迭代效率上，

Possion 方程比热传导和波动方程有更好的效果。

这是由于在数值实验部分热传导方程中 Δt = 0.01，
波动方程中 Δt = 0.1，热传导方程和波动方程的系

数矩阵是对角占优的，所以使用 BDD 时 Possion 方

程的效率更好。

图1　子区域数量和迭代次数的关系

Fig. 1　The relationship between the number of subdomains 

and the number of iterations

图2　子区域数量和内存消耗量的关系

Fig. 2　The relationship between the number of subdomains 

and memory consumption
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3. 3　扩散反应方程

本节使用扩散反应方程来验证BDD的高效性。

考虑控制方程

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

∂u
∂t - ϵΔu + γu = f，   ( )x，y ∈ Ω，  t ∈ ( ]0，T ，

u = u0，   ( )x，y ∈ Ω，   t = 0，
u = ū，   ( )x，y ∈ Γ，   Γ = ∂Ω，   t ∈ ( ]0，T ，

其中 ϵ和 γ是常数。空间离散使用有限元离散，时间

离散使用向后差分稳定格式。

3. 3. 1　单个热源　设单个热源的扩散反应方程参

数T = 2，Δt = 0.01，ϵ = 0.1，γ = 0.1，初始条件设置为

u0 = ì
í
î

ïï

ïï

1，  ( )x - 1.5 2 + ( )y - 1.5 2 < 12 ，
0，  其他.

边界条件设置为

|ū
x = 0 = 0，   |ū

x = 3 = 1，   |ū
y = 0 = 0，   |ū

y = 3 = 0.
单个热源的数值模拟结果如图 4 所示。其中，

计算区域为[0，3] × [0，3]，在 x和 y方向使用 2 000剖

分，网格离散尺寸 h = 0.001 5，子区域个数为 N =
400，全局节点个数

-N = 4 004 001，区域内边界上的

自由度75 601，离散单元个数为8 000 000.

实验中，DDM的总迭代步数为 6 351，CPU时间

为 60 738 s；BDD 的总迭代步数为 1 000，CPU 时间

为 23 329 s；与图 4 相结合可以看出，BDD 相比于

DDM是一种更高效率的数值方法。

3. 3. 2　多个热源　设多个热源的扩散反应方程参

数T = 2，Δt = 0.01，ϵ = 0.05，γ = 0.1，初始条件设置为

u0 =
ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

1，  ( )x - 0.75 2 + ( )y - 1.5 2 < 0.52 ，
1，  ( )x - 2.25 2 + ( )y - 1.5 2 < 0.52 ，
0，  其他.

图3　DDM与BDD迭代次数的比值

Fig. 3　The ratio of the iterations of DDM and BDD

图4　单个热源的数值模拟结果

Fig. 4　Numerical simulation results for a single heat source
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边界条件设置为

|-u
x = 0 = 1，   |-u

x = 3 = 2，
|-u
y = 0 = 0，   |-u

y = 3 = 0，   t > 0.
多个热源的数值模拟结果如图 5 所示。其

中，计算区域为 [0，3] × [0，3]，在 x和 y方向都用

2 500 剖分，网格离散尺寸 h = 0.001 2，子区域个

数为 N = 625，全局节点个数
-N = 6 255 001，区域

内 边 界 上 的 自 由 度 119 424，离 散 单 元 个 数 为

12 500 000.

实验中，DDM的总迭代步数为 5 978，CPU时间

为 68 998 s；BDD 的总迭代步数为 1 000，CPU 时间

为 31 456 s。与图 5相结合可以看出，在多个热源的

扩散反应方程模拟实验中，BDD 相比于 DDM 是一

种面向大规模的、可并行的、高效率的数值方法。

4 结 论

利 用 非 重 叠 的 DDM 和 BDD，探 讨 了 以

Poisson、热传导和波动方程为代表的 PDEs 数值求

解效率与内存消耗量。结论如下：在采用 BDD 提

升迭代效率方面，1 000 × 1 000 和 2 000 × 2 000 剖

分条件下，Poisson方程相较于热传导和波动方程均

表现出更为显著的效果。由于本研究采用基于

SMP结构的并行算法，其特点是所有处理器单元共

享内存。因此，随着子区域数量的增加，子区域间

的通信信息量也随之增大，这导致 BDD 相比 DDM

在内存消耗上有所增加。扩散反应方程的数值模

拟，进一步验证了 BDD 是一种比 DDM 更为高效

的数值方法，为复杂 PDEs 的高效求解提供了重

要的理论依据。
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